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梯形 模糊 数 上 的 完备 度量 及 其 在 多 属性 决策 中 的 应 用 ” 


兰 I, 范 九 伦 ? 
(1- 西安 电子 科技 大 学 电子 工程 学 院 ， 西 安 710071; 
2- 西安 邮电 学 院 通 信和 与 信息 工程 学 院 ， 西 安 710121) 


摘 要 : 为 充分 利用 梯形 模糊 数 的 信息 ， 本 文 定义 了 梯形 模糊 数 上 一 种 新 的 距离 ， 证 明了 该 距离 具有 完备 
性 。 利 用 这 种 距离 ， 针 对 梯形 模糊 数 上 的 多 属性 决策 问题 ， 给 出 了 一 种 基于 理想 点 的 决策 方法 。 
对 属性 权重 的 “ 归 一 化 ”处 理 使 得 这 种 方法 具有 简单 易 行 的 优点 ， 最 后 以 实例 说 明了 该 方法 的 有 
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1 引言 


自从 Zadeh 提出 模 精 集 理 论 以 来 ， 有 关 模 糊 理论 应 用 于 决策 的 研究 受到 学 者 们 的 关注 0 。 
由 于 客观 现实 的 复杂 性 及 人 类 思维 的 模糊 性 ， 决 策 信息 往往 具有 不 确定 性 ， 因 此 人 们 常 采 用 三 
角 模 糊 数 或 区 间 数 的 形式 表示 信息 B- 引 。 梯 形 模糊 数 比 三 角 模 糊 数 的 隶属 函数 形状 更 为 复杂 ， 
并 且 将 三 角 模 糊 数 和 区 间 数 作为 其 特例 ， 因 此 梯形 模糊 数 能 够 更 好 地 反映 系统 的 不 确定 性 。 
文献 [6] 提出 了 基于 Hausdorf 度 量 的 梯形 模糊 数 的 多 属性 群 决策 方法 ， 运 算 过 程 较为 复杂 。 文 
献 中 提出 使 用 梯形 模糊 有 序 加 权 平 均 (TFOWA) 算 子 来 解决 属性 值 为 梯形 模糊 数 形 式 的 决策 
问题 ， 但 该 文 没有 涉及 属性 权重 也 是 梯形 模糊 数 的 情形 。 将 梯形 模糊 数 应 用 于 决策 的 关键 是 定 
义 梯形 模糊 数 间 的 距离 。 本 文 借鉴 文献 [8] 中 模糊 数 之 间 的 距离 公式 ， 给 出 梯形 模糊 数 之 间 一 
种 新 的 距离 ， 该 公式 充分 考虑 到 梯形 模糊 数 的 信息 并 且 是 完备 度量 。 基 于 该 距离 公式 ， 依 据 传 
统 TOPSIS 方法 的 基本 思路 ， 针 对 属性 值 和 属性 权重 均 为 梯形 模糊 数 的 多 属性 决策 问题 ， 给 出 
一 种 决策 方法 。 该 方法 通过 对 由 梯形 模糊 数 所 表示 的 属性 权重 进行 归 一 化 处 理 ， 使 得 决策 过 程 
计算 量 小 ， 简 便 易 行 。 


2 ”梯形 模糊 数 上 的 距离 及 其 完备 性 


本 文 在 实数 集 疏 上 讨论 梯形 模糊 数 问题 ， 并 令 FR) 表示 屎 上 全 体 模糊 数 所 构成 的 集合 。 
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定义 1 设 4Ae F(R)， 若 和 4 的 隶属 函数 可 表示 为 
0, r< AL, 
At « x « AC, 
A(z) = 1 AC<z<A™, 
dud. AM «oe AP, 
0, z> AP, 
则 称 4 为 梯形 模糊 数 ， 记 作 和 = (AL, A0, AM, AR). C5 AP > 0 时 ， 称 有 4 为 正 梯形 模糊 数 。 我 
们 将 好 上 全 体 梯形 模糊 数 所 构成 的 集合 记 作 了 FF( 民 )， 并 简 记 为 TF。 

本 文 借鉴 文献 [8] 中 模糊 数 上 的 积分 型 距离 ， 给 出 梯形 模糊 数 上 一 种 新 的 距离 。 为 此 ， 对 
任意 的 Ae [0,1]， 在 梯形 模糊 数 的 入 截 集 [45 + ACAS — AU), AF + ACAM — AB 中 添加 参 
HAC, A 后 得 到 4、 = [A$, AS. AT, AS], AP 

Al 2 A'4A(AVC- AT) A$ A0, AT-AM, AĮ% = AP +AA“ — AB). 
定义 2 ” 设 对 任意 的 4, BeTF(R)Ac|o1. $ 
A= [Ah AS, Af, A3], By = |B}, B$, BY, B1] 


为 相应 的 入 截 集 。 定 义 上 映射 4 : TFR) x TF(R) — RAF 
d'(A,B) = T d( Ax, B4)dA, (1) 


其 中 
d(Ax, Ba) = œi JA} — Bi]  o9|A$ ~ BS] + oa] AY — BT | + aal AÑ — BT], 

H.a > 0, as > 0, aas > 0, o4 > 0. XE GER] iK o4 +a: 七 as +a = 1. 

容易 证 明 d (A, B) T F(R) 上 的 距离 。 因 此 ， 我 们 有 下 面 的 结论 

定理 1 (TF(R), d) 是 度量 空间 。 

iki EO RE, Fo +a: +a +0,=1, jo; az, os, o 可 被 看 作 归 一 化 权重 。 由 
于 通常 认为 梯形 模糊 数 中 左 ， 右 端点 具有 相同 的 功效 ， 同 时 “隶属 度 最 大 的 点 ”的 上 、 下 界 也 
具有 同等 的 重要 性 ， 即 al =a:=a(0<a < 1)H a =a, Bib, o3 = 





~ 20 eun 92. 5 " : 
-TIAS - B$] + —;—|A$ - BẸ + ol A5 ~ B3I)aA. (2) 








ME 1 1 
d'(A, B) =/ (o145 - BI 
在 本 文中 ， 我 们 将 左 , 右 端点 及 “隶属 度 最 大 的 点 ”的 上 、 下 界 同等 看 待 ， 即 a = 1}， 则 有 
d. 1 fi 
A(T B) =z | (ABMS B+ AR BX JAR BD) —— 3) 
在 具体 应 用 时 ， 使 用 者 可 根据 实际 情况 灵活 地 对 参数 进行 选取 ， 得 到 合适 的 计算 公式 。 
定理 2 度量 空间 (TF(R),d') 是 完备 的 。 


证 明 要 证 明 (TFR) d) ERAR., RATER) PH Cauchy 列 是 收敛 的 即 可 。 设 序 
列 {An [ne N,n>1} ESETF(R) 为 Cauchy 序 列 ， 下 面 证 明 该 序列 是 收敛 的 。 


第 6 期 IUE, WIE: 梯形 模糊 数 上 的 完备 度量 及 其 在 多 属性 决策 中 的 应 用 


1003 





Hi (A,|n € N, n > 二 是 Cauchy 列 可 知 ， 对 任意 的 e > 0， 存 在 N EN, Efn, m» 








N 时 ， 有 
1 1 
Ql ni [AX = Ala ldà + o f | Az» — Amaldà 
1 1 
十 as f AnA — Amaldà + a f [Aza — Amaldà < g, 
从 而 有 
1 1 1 1 
f Mtl eme f M n ASIA < e, 
0 Ql 0 CQ2 
1 1 1 1 
f |Ana — Amaldà < —e, f JAZ — ALa ldà < —e. 
0 Ga 0 Q4 
E 1 L L C e 
AL — AL) + (A€ — AC 
f Aia- A = I ) 
以 及 
上 < 
0 0 
可 知 
[AEA (AE AR) 1 
2 n 
由 i 
f (Aa — BEA = AS ~ A6, 
0 
可 得 


1 
C 
| As — AC | « RE 


类 似 地 ， 我 们 有 


(Ar — Am) + (AX — AM) .1 
< 
2 Qa 





€, 
|AM — AM] < Ti 
n m as 
H JAk 一 AZ| < (AF — AL) + (AZ - AZ) - A - AZ], 可 得 
2 1 
As - Ax « (o 2e 
同 理 可 得 i 
lA? - ARI < (二 + 二 )e 
G3 Q4 


依据 实数 集 的 完备 性 ， 由 (8), (5), (7), (9) 式 可 知 


(4) 


(9) 


(AzIneN,n21) (4Ag|neN,nzih [AM|neN,n2z1) [AR|neN,nz1), 
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均 为 Cauchy 列 ， 故 均 为 收敛 数列 。 令 
lim AL = A^, lim AZ — A7, lim AM= AM, lim AR = AP, 
也 一 OO n= n= 7,—200 


可 得 一 个 梯形 模糊 数 4 = (AP, AC, AM, AR), 

下 面 证 明 梯 形 模糊 数 序列 {4,|m EN, n > 1} 的 极限 为 4= (A^, AC, AM, AB), 

对 任意 的 es > 0， 由 Jim AL = 4 可 知 ， 存 在 Ne N， 使 得 n > Ni 时 ， 有 |A4 一 A?| < 
e: 由 lim 45 = AC 可 知 ， TEEN EN， 使 得 > Mit, H [AC — AC| < s; 由 Jim AM = 
AM "DAL 存在 Na EN, 使 得 n > Ny. EIAM — AM| < e| 由 jim AI s AP 可知， ff 


在 Na EN, En > Niit, AJAR- AR] < e. 
WN = max(N1, Na, N3, Na]; "n NW, A 


o a A5, — AM ]dà = a Í |(A£ — A7) 4 AIKAZ — 49) - (AE — A*)]|dA 
0 


^ 


< a f [AL — ataata f A|(A — (Ai - A” )|dà 








il 


al Až A | Fag AF) — (AE ~ AP)| < 20e. 


同 理 可 得 ; 
o | | A7 — AȘ |dà < 2a4e. 
0 


又 由 i : 
oa | |45、 — ASIdA < ase, os | (A75 — AÑ |dA < ose, 
0 0 


TA d (Än, A) < (20; + az +a - 204)e. Hie RERET, im A = 4。 综 上 可 知 ， 度 量 
空间 (T F(R), d) 是 完备 的 。 


3 基于 梯形 模糊 数 的 TOPSIS 多 属性 决策 


我 们 针对 属性 值 与 属性 权重 均 由 梯形 模糊 数 表 示 的 多 属性 决策 问题 ， 给 出 基于 理想 点 的 决 
策 方法 。 考 虑 到 实际 的 决策 环境 ， 本 文 所 述 决策 问题 均 由 正 实 形 模糊 数 描述 。 

令 4= (Ai 42 , Am} 为 备 选 方案 之 集 ，C = {C1, Co ,Cn} 为 属性 之 集 。 假设 备 选 
方案 4i (1 «d E mm) 在 各 属性 的 特性 由 正 梯形 模糊 数 来 描述 


A-íAgjlisjzn) 1<i<m, 


zd = (AL, AG, AYY,， AR)。 另 外 ， 设 属性 权重 向 量 W = (Wi, Wz, Wn) HPW; = 
(WF, WF, WH WF) 为 属性 C;,1 <j < n 的 权重 。 
下 面 利用 定义 2 中 的 距离 给 出 上 述 问题 一 种 基于 TOPSIS 的 决策 方法 。 有 具体 步骤 如 下 : 
步骤 1 对 上 述 多 属性 决策 问题 ， 由 方案 在 各 属性 下 的 取 值 得 到 决策 矩阵 DD = (As) mxn: 
其 中 hij = (AL, AP, AM, AB), 13 «i «mH jn. 


步骤 2 根据 属性 的 类 型 (效益 型 和 成 本 型 ) 对 决策 矩阵 也 进行 规范 化 处 理 ， 得 到 规范 化 决 
HERED R= (Biy)mwxn， 其 中 Ri = (RE, RG, RM, RE), 1<i<m,1<j<n。 
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1) 车 C 为 效益 型 属性 ， 则 
1 





(n5, RG, RV, RB) = m — (Af AG A AB), 16m a0) 
$3 AD 
i=l 
2) EC 为 成 本 型 属性 ， 则 
1 1 1 1 1 
L PC pM pRY : 
(Ri Ri;, Bi, Rij) 72 xam AM’ AC’ xr) I$ism, (11) 
D Ar ij ij ij ij 
i=] 8 


经 过 上 述 规 范 化 处 理 之 后 ，RE > 0HR < 1。 
步骤 3 借鉴 文献 [9,10] 中 的 思想 确定 决策 问题 的 正 理想 点 为 B+ = {(1,14,1,1);y|1 <j < 
n} PEAH F = {(0,0,0,0);|1<jij<n}。 
JURA 对 属性 权重 进行 “ 归 一 化 ”处 理 。 有 具体 过 程 分 两 步 进行 :  ， 
1) 采用 文献 [4] 中 的 公式 对 属性 权重 到 = (QWP,W£,WM, WP) 进行 解 模糊 处 理 ， 即 


L C M R 
MW + WY +W +W; 








wj i , 1<j<n, (12) 
可 得 数值 型 属性 权重 向 量 ， 记 作 Wo’ — (ww wh): 
2) 对 数值 型 属性 权重 向 量 进行 “ 归 一 化 ”， 即 
w=}, 1<j<n, (13) 
L w; 
i=] 


从 而 得 到 归 一 化 属性 权重 向 量 W”N = (ww2 wa)e 
HRS 分 别 计算 方案 与 正 、 负 理想 点 之 间 的 距离 。 方 案 4; (1 < i < mm) 与 正 理想 点 B+ 之 
间 的 距离 记 为 
Di m dis(A;, E*) L 》 wd (Àj, Ej), | 
j-1 


与 负 理想 点 无 -之 间 的 距离 记 为 


D; = dis(A;, F^) = 》 w;d (Aij, F;). 
j=1 
步骤 6 依据 方案 的 相对 贴近 度 
mco - s E 
HF, ED 最 大 的 方案 为 最 优 方案 。 
注 2 上述 的 决策 方法 是 基于 理想 点 法 提出 的 ， 但 在 理想 点 的 具体 选择 上 与 传统 的 理想 点 法 
不 尽 相 同 。 对 于 备 选 方案 4i (1 < i < m)， 传 统 的 理想 点 法 确定 正 、 负 理想 点 分 别 为 


= D7 


Et = 全 max RE, max RS, max RM, max RE) aranh 
1<i<m 1<igm P? ilim ™ 1<i<m "/j 


pe min Ri, min RE, min RM, min RA) isis) 
1<i<m 1<i<m  Ü'1Xi&m ™ 1<i<m "jj 
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本 文采 用 的 正 、 负 理想 点 分 别 由 各 属性 的 绝对 最 优 值 、 最 劣 值 构成 。 可 以 证 明 ， 当 采用 定 
义 2 中 的 距离 公式 并 依据 上 述 步骤 进行 决策 时 ， 两 种 方式 所 得 方案 的 最 终 排序 是 一 致 的 。 事 实 
上 ， 按 照 传 统 的 理想 点 法 ， 方 案 4; 的 相对 贴近 度 为 


dis( A;, Fr-) B 
dis(A;, Er+) + dis(A;, F"-) 


dis(A;, Er 一) 
"» w;(d'(A;j, E7*) + (Aiy, FT) 
4— 








| dis(A, F") _ dis(Aj F7-) 
TX upa pea ÜE, ERE) 
Sweer O* 


而 对 给 定 的 问题 ，dis(B"+, F") 为 常 值 ， 因 此 可 直接 按照 dis(4i, F^) 的 大 小 进行 排序 。 
由 于 D7 = dis(A;, F”) + dis(F"-, F-) H.dis(F^-, 了-) 为 常 值 ， 因 此 采用 dis(A;, F7) 
和 D; 所 得 排序 结果 相同 。 可 见 采用 本 文 方法 进行 决策 可 以 起 到 简化 计算 的 作用 。 


4 ”实例 分 析 


为 了 说 明 上 述 方法 的 有 效 性 ， 我 们 对 一 个 由 正 梯 形 模糊 数 刻 画 的 实例 进行 分 析 门 。 

现 有 4 个 备 选 企业 (方案 ): A1，A2，A3，A4。 从 企业 技术 创新 能 力 角 度 对 企业 进行 评价 ， 首 
先 制 定 了 6 项 评估 指标 (属性 )， 创 新 资源 投入 能 力 (w1)、 创 新 管理 能 力 (ws)、 创 新 倾向 (w3)、 
研究 开发 能 力 (ws)、 人 制造 能 力 (ws)、 营 销 能 力 (we)。 现 由 专家 对 各 企业 按 上 述 6 项 指标 进行 评 
估 ， 假 设 每 个 企业 在 各 指标 下 的 属性 值 如 表 1 所 示 。 假 设 决 策 者 给 出 的 属性 权重 均 由 正 梯 形 模 





糊 数 来 刻画 ， 属 性 权重 向 量 为 


W = ((0.10, 0.15, 0.18, 0.20), (0.05, 0.07, 0.10, 0.15), (0.20, 0.21, 0.27, 0.30), 


(0.05, 0.08, 0.13, 0.15), (0.15, 0.17, 0.21, 0.25), (0.10, 0.12, 0.18, 0.20)). 


试用 本 文 的 方法 对 4 个 备 选 企业 进行 排序 。 


Ai 


A1 


A2 


各 方案 的 属性 值 


A3 


A4 





(0.88, 0.90, 0.92, 0.95) 


(0.85, 0.87, 0.89, 0.90) 
(0.91, 0.93, 0.94, 0.95) 


(0.80, 0.82, 0.86, 0.90) 
(0.90, 0.92, 0.94, 0.95) 


(0.90, 0.94, 0.98, 1.00) 
(0.89, 0.90, 0.92, 0.93) 


ug (0.84, 0.86, 0.88, 0.90) 

us (0.91, 0.94, 0.96, 0.97) — (0.85, 0.87, 0.89, 0.91) — (0.91, 0.92, 0.94, 0.97) — (0.90, 0.92, 0.94, 0.95) 
ua (0.91, 0.93, 0.95, 0.96) — (0.86, 0.88, 0.91, 0.93) — (0.93, 0.95, 0.97, 0.99) — (0.90, 0.92, 0.93, 0.95) 
us (0.86, 0.88, 0.90, 0.92) — (0.87, 0.89, 0.92, 0.94) — (0.90, 0.91, 0.92, 0.93) — (0.94, 0.96, 0.97, 0.98) 
us (0.91, 0.92, 0.93, 0.95) — (0.92, 0.93, 0.95, 0.96) — (0.95, 0.97, 0.98, 1.00) — (0.90, 0.93, 0.94, 0.95) 
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首先 ， 对 表 1 所 示 的 决策 矩阵 马 进 行规 范 化 处 理 。 由 于 属性 均 为 效益 型 ， 因 此 可 利 
Hj (10) 式 得 到 规范 化 决策 矩阵 忆 为 


(0.2347, 0.2400, 0.2453, 0.2533) 
(0.2267, 0.2320, 0.2373, 0.2400) 
(0.2133, 0.2187, 0.2293, 0.2400) 
(0.2400, 0.2507, 0.2613, 0.2667) 


(0.2376, 0.2428, 0.2480, 0.2507) 
(0.2245, 0.2298, 0.2376, 0.2428) 
(0.2428, 0.2480, 0.2533, 0.2585) 
(0.2350, 0.2402, 0.2454, 0.2480) 


其 次 ， 确 定 该 决策 问题 的 正 、 


(0.2252, 0.2306, 0.2359, 0.2413) 
(0.2440, 0.2493, 0.2520, 0.2547) 
(0.2413, 0.2466, 0.2520, 0.2547) 
(0.2386, 0.2413, 0.2466, 0.2493) 


(0.2281, 0.2334, 0.2387, 0.2440) 
(0.2308, 0.2361, 0.2440, 0.2493) 
(0.2387, 0.2414, 0.2440, 0.2467) 
(0.2493, 0.2546, 0.2573, 0.2599) 


负 理 想 点 : 


(0.2395, 0.2474, 0.2526, 0.2553) 
(0.2237, 0.2289, 0.2342, 0.2395) 
(0.2395, 0.2421, 0.2474, 0.2553) 
(0.2386, 0.2421, 0.2474, 0.2500) 


(0.2358, 0.2383, 0.2409, 0.2461) 
(0.2383, 0.2409, 0.2461, 0.2487) 
(0.2461, 0.2513, 0.2539, 0.2591) 
(0.2332, 0.2409, 0.2435, 0.2461) 
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1) 正 理想 点 为 E+ = {(1,1,1,1),(1,1,1,1),(1,1,1,1),(1,1,1,1),(1,1,1,1),(1,1,1,1)}; 
2) ” 负 理 想 点 为 fF- = {(0, 0,0,0), (0,0, 0, 0), (0,0, 0, 0), (0, 0,0, 0), (0,0, 0,0), (0,0,0,0)}。 
再 次 ， 对 属性 权重 进行 “ 归 一 化 ”可 得 


WN = (0.1671, 0.0981, 0.2599, 0.1088, 0.2069, 0.1592). 


最 后 ， 采 用 (3) 式 计 算 各 方案 与 负 理 想 点 无 - 距离 ， 得 到 相对 贴近 度 S$;， 具 体 数 据 见 表 2。 
由 So < Sı < S3 < S4 可 知 ， 方案 A4 为 最 优 方 案 。 


表 2: 各 案 的 相对 贴近 度 


Ai 
Si 0.9177 


A2 
0.9015 


As 
0.9230 


A4 
0.9399 





在 将 模糊 数 应 用 于 决策 领域 的 过 程 中 ， 如 何 定义 模糊 数 的 距离 是 一 个 关键 问题 。 本 文 借鉴 
文献 [8] 中 模糊 数 间 的 距离 公式 给 出 了 梯形 模糊 数 间 一 种 新 的 距离 ， 该 表达 式 以 积分 的 形式 计 
算 梯形 模糊 数 的 距离 ， 充 分 考虑 了 梯形 模糊 数 的 信息 。 针 对 属性 值 与 属性 权重 均 为 梯形 模糊 
数 的 多 属性 决策 的 问题 ， 提 出 了 基于 TOPSIS 的 决策 方法 。 通 过 对 梯形 模糊 数 型 属性 权重 进行 
“ 归 一 化 ”处 理 ， 得 到 归 一 化 的 数值 型 权重 ， 使 得 数值 型 权重 向 量 可 以 对 方案 与 理想 点 在 不 间 
属性 距离 进行 集结 ， 较 之 使 用 模糊 数 的 乘法 运算 得 到 加 权 规 范 化 决策 矩阵 的 方法 ， 在 计算 上 相 
对 简单 。 
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New Complete Metric on Trapezoidal Fuzzy Numbers and its 
Application to Multi-criteria Decision-making 
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School of Electronic Engineering, Xidian University, Xi'an 710071; 2- School of Communication 
and Information Engineering, Xi'an Institute of Post and Telecommunications, Xi'an 710121) 


Abstract: In order to make full use of the information of trapezoidal fuzzy numbers, a novel distance 
on the set of trapezoidal fuzzy numbers is defined and the completeness of the distance is proved in 
this paper. By using the provided distance, a method based on TOPSIS is presented to deal with 


the 


multi-criteria decision-making problem in terms of trapezoidal fuzzy numbers. By normalizing the 


weights of the criteria, the decision making process is simple. Finally, a practical example is provided 


to illustrate the method's effectiveness. 
Keywords: trapezoidal fuzzy number; distance; completeness; ideal point; multi-criteria decision- 


making 
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